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二層同心円柱を伝幡する弾性波の位相速度
PROPAGATION OF ELASTIC WAVE IN TWO LAYERED CONCENTRIC CYLIN-
DER HA VING DIFFERENT ELASTIC CONST ANTS 
松岡健一・岸 徳光・菅由紀之・能町純雄
By Kenichi MATSUOKA， Norimitsu KrsHI， Noriyuki SUGATA and Sumio NOMACHI 
Abstract 
Propagations ofaxial， flexural and torsinal stress waves in a two concentrically layered cylinder; an inner 
solid an outer annular cylinders of different elastic moduli each other， isinvestigated as an eigen value prob 
lem of the coefficients matrices of boundary conditions which are derived from the solution of dynamic equa-
tions of cylindrical coordinates by means of Hankel transforms 
The discussions are around the variations of wave velocity with the chage of ratio between wave length and 
the diameter of the outer cylinder， and the wave modes for various wave length. The numerical calculations 
are p巴rformedfor several ratio of the diameter of the cylinders， and elastic moduri for solid and cylinder. 
1.まえがき
異質な材料から構成される複合材としては，積層複合材と繊維強化複合材が考えられるが，こ
れらの複合部材は単一材料のものとは異なる力学的挙動を示す。特に波動伝播問題でその差異が
大きく工学的に興味のある問題であり，種々研究されている。 1)一5)著者の一人も大島らとともに，
有限プリズム要素を用いて，矩形断面や円筒形断面の複合材の波動伝播問題を種々解析している。
6)-9) 
積層複合材の基本的なものの一種として，同心円状におかれた，異質な材料からなる，多層同
心円柱があるが，これらは鋼管構造物などの理想化されたモデルとみることができ，三次元弾性
論で厳密に解析することができる。
著者らは，これまで円柱座標で与えられる，波動伝播問題を種々解析して来たが 10)-13)本論
文はこれを，弾性定数の異なる円柱と厚肉円筒が同心円状におかれた，二層同心円柱の問題に応
用し，積層複合材の波動伝播特性を考察したものである。
解析は，円柱および円筒の波動伝播の基礎変位式を境界の条件を満足するように組合せて行な
うもので，縦波動，曲げ波動およびねじり波動の位相速度分散曲線と，波動モードを，円柱と円
筒の外径比および，弾性定数比を変化させて求め検討を行なった。
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本論文の一部はすでに発表しているが 14)-15)本論文はこれらをまとめたものである。
2.基礎変位式
Hankel変換を用いた円柱座標に関する波動伝播問題の変位解は，すでに求めているので 10)，11)
ここではその求め方の概要を述べ，結果のみを示すこととする O
2.1 縦波動および曲げ波動に対して
図-1のように，円柱軸を z軸とする (r，e， z) 
座標系を考え，波動は z軸方向に進行する定常波動伝
播を仮定し，波動の角速度をω，伝播速度を Vとし，
聞方向の波動次数を mとすれば，円柱座標で表わさ
れる波動方程式を半径方向に Hankel変換することに
より，円筒の各変位成分 (u，v， w)は次のように求
められる。
lJ)1:?θ 
???????
?
? ? ?
，
?、 ，
? ? ? ?
、
cosmθ O 
O -Slll明。
O cos例。
|山Aλ七mrB 
k=l 
FAmk=αm/2μ+(m+ 1 )Amk+(m-1 )Bmk-iNEm/ 2 
FSmk=αm/2μ十(m+1 )Amk+(m-1 )Bmk+iNEm/2 
Fc問戸sm/2μ+(m十 1)Amk-(m-1 )Bmk十iNEmk
x:;(Nj)/Nμ O 
Kmk= I O X向 (N r) /N ms p 
μ 
O O 
ρ /J .¥ 
工:ー z
図-1 円柱座標
exp [叫(t-z/V)] (1) 
(2) 
(3) 
(μNりω2)ixZ(Nノ)/Nμ-NGx;;(lVJ)/N2|O
(μN2/ρω2)i x::(NJ)/Nu-NαXZ(NJ)/N21O |(4) 
i( 2μN/ρω2)iG?(Nj)-Gf(Nノ)lGf(NJ)
ここと，N=ω/v，N12N2-ρωり N2a=N2- Pω2/ (2μ + A )， ρ:円筒の密度， μ A
Lameの弾性定数であり ，mは波動の円周方向のモードを示すもので，m= 0のとき縦波動，m= 
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lのとき曲げ波動を表わす。また式中の間数C，Xは，円筒の外半径を al' 内半径を aO=a2と
すると次のように表わされる O
仰')，， ~向 (Nr)C'K'(Nr)=一型点(Nak
向 R向 (Nr)x~~(Nr)=一旦ム一一ば;(N日d
R~JNr) x(~)JNr)= "~十一一
…ベ;nwad
(5i 
Rrl(N7)=4(N川 m仙台 ] )一(一1)1叩 Im(Nak_]岡山) (6) 
ただし，1， Kは変形第 1種および第 2種の Bessel関数である。また式中の系数α s，A， B， 
Eは円筒の内外面の変位および応力で与えられるもので次のように示される O
αmk一τrH'")戸げ /3 mkニ σ11.)r=ak' A mk = A mr) r=akl ak， Bmk=Bm)r=向/ak，
Fmk= W"，)r=げ て同 =r巾 1 sinm B exp[iω(t-z/v)]， σr = (J rm cosmθexp[iω(t-z/v)] (7) 
2.2 ねじりj皮重bに士ナして
ねじり波動のみが伝播する場合は
Uニw=σ 二二 σ σ 二二 r 二 r ニ=り。 .rz (8) 
とおくことが出来る O ねじり波動の伝播速度を Vとすれば，
このとき残りの変佼および応)J成分は2.1と同様に
f=fexpliω(t-z/V) I (9) 
と表わせる O この時の波動方程式は
ar rθ/ar+ 2τyθ/γ+δり z/3zzρδ2V/at2 ?? ??
であり，これの変位Uおよび応力成分rrθ は円筒の場合に 図 2 二層同心円柱
c=CI C(I)(Nj)十C2C(2)(N"r) 
??
r rfi =NμiC141)(り )+c2X~2)(N"r)1 (12) 
ただし，
c] =Vr=a，' C2=Vr=町
G向(附)=Rt(Nr)/Rt(Nh)，xfM)=RUNT)/Rr(Nh) (13) 
RFNY)司 (Nr)K](Nak_])+(一1YIj(Nak_1) Ki(附)
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ここで，1， K， k， j， ao' al' azは，2.1と同様である O
以上が円筒に対する変位式であるが，円柱の場合は，az= 0として k=1の項のみを考慮する
ことで与えられる O この場合，関数Rは次のようになる O
(1) 
R1m(Nγ)=I/Nr) (15) 
3.境界条件
二層同心円柱を伝わる弾性波の速度は 2.で求めた変位式を円筒と円柱の境界条件を満足す
るように導かれた境界条件式からなる固有値方程式の固有値問題として与えられる。いま円簡を
表わすすべての量を添字 1，円柱を表わすすべての量を添字2で示すものとする O
3.1 縦波動および曲げ波動に対して
2.で求めた解に対して まず次の適合条件を満足しなければならない。
円筒に対して
A"""， J._， =ac A"，e，" B，， J._， =a mr.Jノr=ak INk~J. mk'l' ~mr'lJr=ak た mk.l (16) 
円柱に対して
ー).~"^ =a? A_l .?， 8_.? l.~"， = =a2 W2.i .1ml・2' LJ mr ・ 2 ノ r~α ......2......ml.Z' (1カ
さらに，円筒の内外面における境界条件を考えると，
i )円筒の外面で，
τ701)FalzO αml・1=0，
????????
σr)戸 a，=O
r rz'l)戸 α:zO
s ml・1=0，
i )円筒の内面で，
円筒の内面は，円柱と接触しているので，接触面の条件によって異なる境界条件となるが，こ
こでは，接触面で変位が連続な場合を考えるものとする。
Ul)r~a2 =UZ)r~げ V1 )戸町= VZ)r~a2 AmZ・j=Am1.2，Bm2.1=Bml・2' (21) 
W1)r=a， =W2)門 2' Em212Em1・2' (2) 
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τ7θ ・1)戸αrrθ・2)円 12 αm2.j-α ml・2' (23) 
σ，.j)戸町=σ r'2)門 2' /3 m2・1=(1 ml・2' (24) 
rロ・1)，=α2ニ T日・2)r=U2 (25) 
従って，二層同心円柱を伝わる縦波動および曲げ波動の位相速度は，式(16)，(17)，側， (拘で与え
られる固有値方程式の根として求めることができる。
3.2 ねじり波動に対して
このときの境界条件は
i )円筒と円柱の境界r=ιで
V'.=n" =V?=""， C?.，=C lニa2 v2r=a2' '-'2 ・ ~j ・ 2
r時 1)戸 a2= r 吋 2)r二 U2
i )円筒の外JaJr=ajで
τvθ]) r=αi=O 
(26) 
(2カ
包紛
二層円柱を伝播するねじり波動の位相速度は，境界条件式(2札倒式の係数からなる固有値行列
式の根として求められる。
4.数値解析および考察
数値解析は，縦波動 (m=0 )，曲げ波動 (m=1 )およびねじり波動に対して行ない，円筒と
円柱の弾性係数，ポアソン比をそれぞれEl' ν1・E2' ν2として次の2つの場合について行った。
i ) E]<E2の場合 (Case1 ) 
このとき，円柱の方が円筒より大きな弾性係数をもっ場合であるがこのとき用いた数値は，
ν1=1/6，ν2=0.3， E/E1 =7 .0，ρ/ρ]=3.2， a/a]=O.O， 0.25， 0.5， 0.9， l.0 
ii) E2<E]の場合 (CaseI ) 
このとき，円筒の方が円柱より大きな弾性係数をもっ場合であるが，このとき用いた数値は，
ν]=0.3，ν2=1/6， E/E2=7.0，ρ/ρ2=3.2， a/a1=0.0， 0.25， 0.5， 0.9， l.0 
である oa/a1 =0.0は1のみ円柱であり ，a/a]=l.Oは2のみ円柱である O
位相速度は， 3.で示した固有値方程式の固有値として与えられるが，この場合固有値は方程
式の中に陰な型で含まれるため，反復法により求める必要があり， 5桁以上の精度を有するよう
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に求めた。
計算結果の一部を図に示すが，位相速度は，図で縦軸に位相速度と小さい方のせん断波速度の
比を，横軸には波動の半波長を lとして，左半分にa/Iを，右半分に I1引をとり，全体として
波長雰から無限大までを示すようにしている。
1) 縦波動について
図 3-6に縦波動の位相速度分散曲線を示した。図 3はCase1の一次の分散曲線を示し
たが，二層円柱は，おおむね二種類の円柱だけの位相速度の中間値をとるが，円柱の径が大きい
時 (a/aj=0.9)，0.5<a/I<l.4の範囲で円柱だけの場合より大きな値を示している。波長無限
大ではa/aj=0.25， 0.5， 0.9に対して vlvSjの値はそれぞれ1.681，1.942， 2.220となるが，
これは二層円柱を
体積に応じた換算
材料定数をもっ円
柱としたときの
bar velocity 
l. 679， l. 940， 
2.217とほぼ一致
している。また，
波長零では円筒体
(弾性波速度の小
さい方)の
Rayleigh波の速度
に一致している。
図-4には，
Case nについて
同様一次の分散曲
線を示したが，
Case 1と同様，
二層円柱は一部の
値について 2つの
円柱のみの位相速
度の聞の値をとら
ないことがある
(日/aj=0.9で0.6
2.5 2.5 
E，/E，・7.0 凶川よ2.0r--、¥ 、h・1/6 v，・0.3v，・0.3 %- ~ft.<1 v，・1/6ρ，/p，・3.2 VSl2・o ρ./0a .・3.2
~ 
..5 ..5 
..0 ..0 
????
????
..0 0.5 0.5 
一一一一-a，/1 l/a，-一一一一一
。.0 ??????• ?? 0.0 0.5 .0 0.5 
一一一一一-a，/l 1/a，-一一一一一
(Case 1 ) 
図-3 一次の縦波動の位相速度分散曲線 図-4 一次の縦波動の位相速度分散曲線
(Case n) 
2.5 
V 
Vs. 2.0 
.5 
1・0ト E，/E，.z7.0
v，zl/6 
v，・0.3
p，/p，-3.2 
0.5 
0.0 0.5 .目 0.5 
一ー一一 -a，/1 l/a，-一一一一一ー
2.5 
V 
VS:a2.O 
.5 
1・ロト E./E.A7.0
v，-0.3 
v，-1/6 
p，/p，・3.2
。 0.5 O.目 0.5 0.5 0.0 .0 
一四一一一-a，/1 l/a，-一一一一一一
(Case 1 ) 
図-5 二次の縦波動の位相速度分散曲線 図-6 二次の縦波動の位相速度分散曲線
(Case n) 
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<a/< 5付近)が，
その他は聞の値をと
る。また，波長無限大
では V/VS2の値は，
azlaj 0.9， 0.5， 
0.25に対してそれぞ
れ， 2.250， 2.205， 
1.884となるカえこれ
もCase1と同様に換
算断面の barvelocity 
2.247， 2.201， l.877 
とほぼ一致している O
しかし波長零ではこの
場合は円柱(弾性波速
度の小さい方)のせん
断波の速度と一致して
いる O 図-5，6は，
Case 1およびEの二
次の位相速度の分散曲
線を同じように示した
ものである O いずれの
場合も-次のものと同
様一部で二つの円柱の
中間的な値をとらない
ことがあるものの全体
としてはほぼ間の値を
とっており，波長無限
大では無限大，波長零
では小さい方のせん断
波速度に一致している O
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図 7 次の縦波動モード (Case1 ) 
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図 8 次の縦波動モード (Case1I ) 
0，25 
。 '.0 
0.0 1.0 
凶一7，8には，縦波動の波動モードを W，σr吋について，若Tの波長に対して示した。
Case 1 (図一7)，Case Il(図-8)し通ずれの場合も波長無限大では，全断面一様に変位し平
面保持が満足されている。波長が短くなるに従い平面保持はくずれ， Case 1では，表面に変位
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が集中し，また応力も表面に集中し，表面波の様相を呈してくる。しかし， Case Iでは表面よ
りむしろ内部に集中し，波動は軟い部分を伝播するようである。応力の波動モードは， σzはい
ずれの場合も波長の長いところでは，弾性定数の大きな部分で大きく，波長が短くなるに従って
円筒部が曲げを受けるように挙動し，さらに短くなると，弾性定数の小さな部分に集中してくる O
7" rzは，波長の長い時境界面に集中し，波長1/日1=0.5位までは， Case 1， Case Iとも同じよう
に挙動し，波長が短くなるに従い，軟い部分に集中している。
2) 曲げ波動について
国一一9-12に，位相速度の分散曲線を示した。図-9，10は一次の分散曲線を示しているが，
曲げ波動は波長無限大で零となるから Case1， Iともそれ程ときな差はないが，波長零では縦
波動と同じように Case1のとき Raylegh波の速度となり， Case Iのとき円柱部のせん断波速度
になる O
2.0 
v 
Vs， ¥. 5 
a2/al=1.0 
E，/E，-7.0 
¥1，-1/6 
¥1，-0.3 
ρ，/p，-3.2 
V 
Vs. 
2.0 
1.5 
O. 5 1. 0 O. 5 !J. 0 
-一一一一一-a，/l 1. -一一一一一一 一一一一一a./1 l/a，品一一一一一一
図 9 一次の曲げ波動の位相速度分散曲線 (Case1 ) 図 10 次の曲けや波動の位相速度分散曲線 (Case1 ) 
v 
2.5，‘ l 、 2.5
E，/E，-7.0 
¥1，=1/6 v ¥1，=0.3 
ρ，/ρ‘-3.2 Vs 22.0 V.s 12.0 
1.5 
1.0 1.0 
0.5 
0.0 0.5 1.0 0.5 0.0 
0.5 
0.0 0.5 1.0 0.5 0.0 
一一一一一一8，/1 1/8，←一一一一一 一一一一-8，/1 l/a‘一一一一一
図 1 二次の曲げ波動の位相速度分散曲線 (Case1 ) 図-]2 二次の曲げ波動の位相速度分散曲線 (CaseI ) 
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二次の分散曲線は，図~11
-12に示したが，縦波動と同
様，波長無限大では，無限大，
波長零では軟い方のせん断波
速度となっている。また中間
の波長に対しては，一般に縦
波動より小さな値となってい
るO
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一一一町一目白<.1・，"0.25 -ー&.1・B・0.' ーー一一守--..1・ι・0.' 一一一一一一ー -.1.，・0.0? 」 … 「 」 ? ?
?
…
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…?
?
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?
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国一13は， Case 1の波動
モードであるが，波長が長い
ときは縦波動と同様，均 4 断
面のように平面保持を満足す
る変位および応力の分布とな
り，波長が短くなるに従い，
複雑な変位および応力の分布
を示しつつ円筒部の表面に集中する表面波の様相を呈するようになっている O
図-13 一次の曲げ波動モード (Case1 ) 
Case Iの曲げ波動モードは，図 14に示した。この場合もCase1同様，波長の長いところ (t/aj
>40)では，三j正面保持を満足する変位や応力の分布となっているが，波長が短くなるに従い，円
筒部と円柱部の境界に変位が集中する様になり (t/aj=l.Oおよび0.5)，しかも表面とは逆の変
位となっている。これは積層板でも現われる現象であるが，円筒部と円柱部が別々に曲げを受け
ている様に変位している。従って応力σzも同様に分布し，円筒部で大きな曲げ応力となっている。
せん断応力rrzも円筒部で大きな値を示している。さらに波長が短くなると，変位と曲げ応力は
円筒と円柱の境界付近の円程部で、最大となる分布を示し，せん断応力は円柱部中心で最大となり，
やはり波動は軟い部分を伝播するようになる。波長の短い範囲 (t/aj=0.4-0.1)の波動モード
の移り変りをもう少し詳しく求めたものを図 15に示した。これによれば，半径比内/ajの相違
によってかなり異ったモード分布を示していることがわかる。半径比a/aj=0.9で、は，波長l/aj
ニ0.2まで円筒部の曲げが大きく，半径比a/aj=0.5では比較的長い波長l/aj=O.4から円柱部へ
集中している。
3) ねじり波動について
図~16 は， Case 1の一次の位相速度を示したものであるが，波長無限大では断面ねじりモー
メントに応じた換算材料定数をもっ円柱としたときのせん断波の速度と一致し，波長零では，弾
性定数の小さな方のせん断波の速度に一致している o a/l<l.Oの範囲では，あまり変化がなく，
波長無限大の値に近い。波長が零に近づくにつれて，半径比a/ajが小さくなるにしたがってせ
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ん断波速度は，急激に減少し弾
性定数の小さな方のせん断波速
度に収束している。しかし，い
ずれの半径比でも，二層同心円
柱は，それぞれ単独の円柱の場
合の中間的な値をとっている。
図 18には， Case 1の二次
の位相速度を示した。二次の位
相速度は，一次の位相速度とは
異なり，単独の円柱の場合の中
間的な値をとらず，はずれる場
合があるが，波長無限大では，
位相速度も無限大となり，波長
零ではやはり弾性定数の小はな
方のせん断波速度に a致してい
JZl空豆f
-JEFEfE 
Eh ]1F 
図ー14 次の曲げ波動モード (CaseI ) 
るO
図一17，19は， Case Iについて同 一ー一一一.，'.，-0・目 一一一_..1&，_0・3 一一一 _&*1.，.0.9
様のものを示したものであるが， Case 
Iと同様，一次の場合は，波長無限大
で換算材料定数をもっ円柱のせん断波
速度と一致し，波長零ではやはり，弾
性定数の小さな方のせん断波速度に一
致している。二次の位相速度も， Case 
Iとほぼ同様である。
図 20，21に波動モードを示したが，
Case 1 (図 20)では波長無限大で
の平副保持から波長が短くなるにつれ
て変位 U と応力rHzは円筒部のみに集
中し，応力 rrOは円筒と円柱の境界部
へ集中するが，縦波動や曲げ波動のよ
L/a， O.‘ 0.3 0.1 
主
主主主E
1.0 1.' ，- w 
R E E 
τ" 
図-15--次の曲げ波動モード (CaseIつづき)
うな表面への集中はみられない。またCaseI (図-21)では，波長無限大ではCase1と同様，
平面保持を示すが，波長が短くなるに従い変位，応力とも円柱部に集中するようになる。
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図~18 二次のねじり波動の位相速度分散曲線 (Case 図 19 二次のねじり波動の位相速度分散曲線 (Case1) I ) 
5. まとめ
二層同心円柱の波動伝播問題を縦波動と曲げ波動および、ねじり波動について解析し，位相速度
と波動モードを若干の数値に対して求め検討を加えた。用いた数値は，鉄筋コンクリートや鋼管
コンクリートを想定しているが，この結果次のことが明らかとなった。
1) 縦波動の位相速度は波長が無限大に近づくに従い換算断面の barvelocityに近づき，波長が
零に近づくに従い円筒が軟いもの (Case1 )は円筒部の材料の Rayleigh波速度に近づき，円
159 
雄品主町之・能市己回光・菅徳・ー 1手健同松
一ー ー ・ー.1・s・0.0
(1.025 
f 
1. 0 0.0 1. (1 
一一一司ー a，/a，・0.'
Z/a 1 40 l. 0 1. 0 l.U一一-
O. (l --------.L 一 -0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 
v 
一一一一・.1・，-0.)一ー一一一一・.1.ι叫o.n柱部の軟いもの (CaseI ) 
は円柱部の材料のせん断波
速度に近づく。
縦波動の波動モードは，
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波長の長い時 (z/aj>40.0 
位)は平面保持を示すが，
波長が短くなるに従い
Case 1は円筒部表面に集
L3YL 
1l.O 1.0 。1.0 。。Case Iでは円柱中
心部に集中するようにな
曲げ波動の位相速度は，
中し，
る。
】 01.0 
。
1.0 
波長無限大では零，波長が
ー次のねじり波動モード (CaseJ ) 図-20零に近づくに従い縦波動と
Case 1は円筒部の同様，
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Case 
Hでは円柱部のせん断波述
曲げ波動の波動モード
Rayleigh 波速度に，
度に近づく O
4) 
は，波長の長い時は縦波動
と同様平面保持を示し，波
長が短くなるに従い，特に
， ， 円筒部に著しCase Iで，
JYVEILI 
1.0 。1.0 。1.0 0，0 い曲げを受けるようなモー
ド分布を示しながら，波長
が零に近づくに従い Case
Iでは円筒表面に， Case 
Hでは円筒と円柱の境界付
一次のねじり波動モード (Casen) 図-21近に集中する波動モードを
示している。
一次の位相速度は，波長無限大では，換算弾性定数をもっ均一円柱のねじり波動の場合も，5) 
せん断波速度に一致し，波長零では，弾性定数の小さな方にせん断波速度に一致する O
ねじり波動の波動モードも，他のものと同様，波長無限大では平面保持を示し，波長が短く
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なるに従い Case1では変位むと応力 r8 zは円筒部に集中し rrBは円筒と円柱の境界に集中
し， Case Iでは変位，応力とも円柱部に集中している。
7) 二次の位相速度は，縦波動，曲げ波動，ねじり波動ともそれ程大きな違いはなく， Case 1， 
Hとも波長が無限大に近づくに従い速度も無限大となり，波長零では軟い部分のせん断波速度
(遅い方の弾性波速度)に近づいている。
以上，材料定数については二種類の計算結果について述べたが，その他の組合せの場合も同様
の傾向を示すことを確認している O
尚，本論の数値計算は，北海道大学大型計算機センターおよび室蘭工業大学情報処理教育セン
ターの計算機を用いて行なったものであることを付記する O
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